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В наведеній науковій праці представлено процес оптимізації режимів руху робота-маніпулятора з двома 
поступальними та однією обертальними ланками в площині зміни вильоту захватного пристрою з вантажем. 
Цей процес включає вибір траєкторії руху захватного пристрою між двома точками переміщення вантажу, при 
якій забезпечується мінімальна відстань переміщення захвату. Здійснюється оптимізація режиму руху захват-
ного пристрою з вантажем вздовж обраної траєкторії за певним критерієм. Проведено оптимізацію режиму руху 
захвату за двома інтегральними динамічними критеріями, які відображають середні значення кінетичної енергії 
та динамічної складової потужності на ділянці руху. Відповідно до першого критерію оптимальним є режим руху 
захватного пристрою з постійною швидкістю на всій ділянці руху, а за другим критерієм оптимальна швидкість 
має змінюватись за параболічним законом. В оптимальному енергетичному режимі руху захватного пристрою 
з вантажем відсутні ділянки пуску та зупинки, тому він може бути використаний лише на ділянці усталеного руху 
захвату. Оптимальний режим руху захватного пристрою за критерієм динамічної складової потужності забезпе-
чує мінімальне значення потужності приводних механізмів, однак при використанні такого режиму на всій ділянці 
руху приводить до збільшення енергетичних витрат. Такий режим руху захватного пристрою рекомендовано 
використовувати на ділянках пуску та зупинки, а також при переміщенні захвату на незначні відстані. Також визна-
чений комплексний оптимальний режим руху захватного пристрою, де на ділянках пуску та гальмування швид-
кість змінюється за параболічним законом, що відповідає оптимальному динамічному режиму руху, а на ділянці 
усталеного руху є постійною і забезпечує оптимальний енергетичний режим руху.. Встановлені зв’язки між харак-
теристиками оптимальних режимів руху захватного пристрою з вантажем за обраною траєкторією та осями 
координат в площині зміни вильоту.

Ключові слова: маніпулятор, захватний пристрій, траєкторія руху, критерій оптимізації, оптимальні режими 
руху, узагальнені координати.
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Постановка проблеми. В процесі переміщення 
вантажів маніпулятором з одного положення в інше 
виникає задача вибору траєкторії переміщення ван-
тажу, режиму його руху вздовж обраної траєкторії та 
параметрів і характеристик приводних механізмів, які 
реалізують необхідні режими руху. В процесі вибору 
режимів руху виникає проблема вибору критерію 
оптимізації і знаходження його екстремального зна-

чення, яке дозволяє вибрати оптимальний режим руху 
захватного пристрою маніпулятора. Для реалізації 
оптимального режиму руху захватного пристрою необ-
хідно вибрати приводні механізми та системи їхнього 
керування. При цьому необхідно розв’язати зворотну 
задачу, яка полягає в тому, щоб за характеристиками 
оптимального режиму руху захватного пристрою визна-
чити характеристики узагальнених координат маніпу-
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лятора, які дають можливість встановити параметри та 
характеристики приводних механізмів і систем їхнього 
керування.

Аналіз останніх публікацій. Роботи і маніпу-
лятори широко використовуються в різних галузях 
виробництва при переміщенні вантажів, де значна 
увага приділяється плануванню та вибору траєкторії 
переміщення, а також її адаптивного відслідковування 
в процесі руху (Faustini A. et al, 2015). Важливого 
значення набувають питання планування траєкторії  
і керування рухом роботів-маніпуляторів для відслід-
ковування траєкторій. Так, наприклад, в роботі (Kim 
M. K. et al., 2018) розглянуті питання планування 
траєкторії руху мобільними колісними роботами та 
керування ними для реалізації траєкторії на відкри-
тому повітрі. Планування траєкторії руху підводних 
апаратів з використанням гібридної теорії оптимізації 
розглянуто в роботі (Zhang X. & Hu W., 2019), де за 
критерії оптимізації використовувались енергетичні 
витрати та час руху. В роботі (Kim S. et al., 2017). роз-
глянуті питання оптимального планування траєкторії 
і керування рухом безпілотного літального апарата 
з використанням мікроконтролера та прогнозуванням 
нелінійної моделі руху. Також важливе значення нада-
ється плануванню траєкторій при русі електромобілів. 
Так, наприклад, в роботі (Li H. et al., 2017) розгля-
нуті питання планування траєкторій та управлінням 
відслідковуванням цих траєкторій електромобілем 
з чотирма колесами і диференціальним механізмом. 
В роботі (Bansal J. C. et al., 2017) наведено огляд гене-
тичних алгоритмів оптимізації та їхнє застосування 
в робототехніці. Значна увага огляду методів оптимі-
зації траєкторій руху роботів та маніпуляторів приді-
лена в роботі (Saha S. K. & Bhattacharyya B., 2018). 
Проведена багатоцільова оптимізація траєкторії руху 
робота на основі покращення генетичного алгоритму, 
що дозволило з різних точок зору розглядати вибір 
траєкторії руху (Wang Y. et al., 2017). В роботі (Zhang 
J. et al., 2018) проведене оптимальне планування 
траєкторії промислового робота на основі алгоритму 
імітації відпалювання. При оптимізації планування 
траєкторій значна увага приділяється методам штуч-
ного інтелекту. В роботі (Gao X. et al., 2019) здійснене 
оптимальне планування траєкторії робота-маніпуля-
тора на основі удосконаленого алгоритму штучного 
бджолиного рою. З наведеного аналізу проведених 
досліджень можна зробити висновок, що питанням 
планування траєкторій руху роботів і маніпуляторів, 
а також їхнього відслідковування та керування рухом 
приділяється значна увага.

Важливого значення набувають методи оптимі-
зації режимів руху роботів і маніпуляторів по опти-
мально запланованих траєкторіях. Ці методи оптимі-
зації роботів та маніпуляторів можуть базуватись на 
використанні кінематичних (Loveikin V., et al., 2021) 
та динамічних (Loveikin V., Romasevych Y. et al., 2022) 
критеріїв. В статтях (Loveikin V. & Mishchuk D. A., 
2019; Loveikin V., Mishchuk D. O. et al., 2022) здійснено 
оптимізацію режимів руху маніпуляторів за середньо-

квадратичними значеннями відповідно кінематичних 
та силових характеристик. Для визначення узагальне-
них координат маніпулятора та їх похідних за часом 
необхідно розв’язувати зворотні задачі кінематики. 
Проведемо аналіз публікацій цих задач. В роботі 
(Gharavian M. & Ahmadi M. T., 2012) наведений новий 
підхід до розв’язування зворотних задач кінематики 
маніпуляторів з надлишковими ступенями вільності 
з використанням алгоритму мурашиної колонії. Авто-
рами роботи (Zeeshan A. I. et al., 2014) розв’язані зво-
ротні задачі кінематики маніпуляторів з п’ятьма сту-
пенями вільності з використанням нейронних мереж. 
В статті (Jahanbekam M. R. et al., 2016) здійснено 
співставлення градієнтних алгоритмів оптимізації 
зворотних задач кінематики маніпуляторів з надлиш-
ковими ступенями вільності і наведено напрямки їх 
використання. В роботі (Mousavi M. R. & Gholami M., 
2018) наведено огляд розв’язування зворотних задач 
кінематики роботів-маніпуляторів з послідовним з’єд-
нанням. Питанням розв’язування зворотних задач 
кінематики маніпуляторів з надлишковими ступенями 
вільності з використанням алгоритму гібридного нав-
чання присвячена робота (Hameed Z. K. & Atiq M. T., 
2021).

З наведеного аналізу наукових праць з планування 
траєкторій, оптимізації режимів руху та розв’язування 
зворотних задач кінематики руху показує, що на достат-
ньому рівні вирішується кожна з задач, однак є потреба 
в комплексній оптимізації всього процесу вирішення 
поставлених задач.

Мета досліджень полягає в розробці комплек-
сного алгоритму оптимізації режиму руху маніпуля-
тора з двома поступальними та однією обертальною  
ланкою.

Виклад основного матеріалу. Для проведення 
досліджень використаємо маніпулятор з трьома сту-
пенями вільності, до складу якого входить дві посту-
пальні і одна обертальна ланки (рис.1). За узагальнені 
координати такого маніпулятора прийняті: кутова коор-
дината повороту стійки ϕ1  та лінійні координати вер-
тикального підйому s2  і горизонтального переміщення 
захвату з вантажем s3 . Розглянемо рух маніпулятора 
у вертикальній площині. В цій площині здійснювати 
рух будуть ланки, що мають поступальний рух, тобто 
ланки 2 і 3, а ланка 1 залишається нерухомою разом зі 
стійкою, тому координата ϕ1  залишається незмінною.. 
На рис.1 пунктирною лінією показана область, в якій 
може переміщуватись захватний пристрій маніпуля-
тора. Нехай треба перемістити захватний пристрій 
з вантажем з точки 0 з координатами (y0 � , z0 ) в точку  
1 з координатами ( y z1 1, ).  Оскільки найкроротшоою 
відстанню між точками 0 і 1 буде відстань по прямій 
лінії, тому за траєкторію руху захватного пристрою 
захвату з вантажем оберемо пряму лінію з напрям-
ком переміщення вздовж осі ξ.  Поставлена задача 
перемістити захватний пристрій з вантажем з точки 0 
в точку 1 за час t1 . В довільний момент часу t  (0 ≤ ≤t
) положення захвату з вантажем характеризується 
координатою ξ.
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Рис.1. Схема руху маніпулятора у вертикальній 
площині

Встановимо зв’язок координати  ξ  з нерухомою сис-
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Визначимо оптимальний  енергетичний режим руху 
захвату вздовж прямої ξ  на ділянці від точки 0 до точки 
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де t – час;   �t1 — тривалість руху захватного пристрою 
з вантажем;   T – кінематична енергія захвату з ванта-
жем, яка визначається наступною залежністю
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де m −  маса захватного пристрою з вантажем.
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мають вигляд
�
�

�
�
�

T d

dt

T

� �
.=0.                         (5)

В результаті підстановки виразу (6) в рівняння (7) 
отримаємо:
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Рівняння (6) справедливе коли 

�
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�� 0.                                     (7)
Двічі проінтегруємо рівняння (7), в результаті чого 

отримаємо:
� �� � �C C t C1 1 2; � ,                         (8)

де C C1 1, — постійні інтегрування, які визначаються 
з крайових умов руху:

t=0; � � 0;  t= t1 ; � �� 1.                       (9)
Після підстановки умов (11) в залежності (10) будемо 

мати:
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Тоді закон руху захвату з вантажем буде мати вигляд:
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Отже, для забезпечення оптимального енергетич-
ного режиму руху захват повинен рухатися на всій 
ділянці руху з постійною швидкістю.

Знайдемо для цього режиму руху захватного при-
строю з вантажем кінематичні характеристики узагаль-
нених координат, виражених через координату ξ
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Після підстановки першого виразу з (15) в залежності 
(14) отримаємо:
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Взявши похідну за часом від виразу (16), отримаємо:

S
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Аналогічно знайдемо координату S3  захватного при-
строю

S y cos3 0� � ��* .
Тоді з отриманого рівняння знаходимо

S y cos3 0� � ��* .                         (17)
Після підстановки виразів (13) і (15) в залежності (17) 

будемо мати
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З виразів (16) та (18) випливає, що для забезпе-
чення оптимального енергетичного режиму руху захвату 
з вантажем  необхідно, щоб приводні механізми під-
йому захвату та висування руки маніпулятораі рухались 
з постійною швидкістю на всій ділянці руху (рис. 2).

                       а)                                                б)
Рис. 2. Графіки швидкості оптимального 

енергетичного режиму руху при підйомі (а) та 
висуванні (б) захватного пристрою
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Оскільки оптимальний енергетичний режим не вда-
ється реалізувати на практиці, бо в нього відсутні ділянки 
пуску та гальмування, тому він може бути використаний 
лише на ділянці усталеного руху приводних механізмів 
маніпулятора.

Тепер знайдемо оптимальний режим руху захвату, 
який мінімізує динамічну складову потужності руху 
захватного пристрою з вантажем. За критерій оптимізації 
використаємо середнє значення динамічної складової 
потужності, що витрачається на рух захвату з вантажем

P Vdt mincp

t

� ��
0

1

,                         19)

де V - енергія пришвидшення, яка для захвату з ван-
тажем визначається наступної залежністю

V m� �
1

2

2

�
¨

                           (20)

Тут  m — маса вантажу з захватом. Умовою мінімуму 
критерію (19) з урахуванням виразу (20) є рівняння Ейле-
ра-Пуассона, яке має вигляд
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V d
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2
0¨ .                 21)

Визначимо складові частини рівняння (21):
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      (22)

Підставимо вирази (22) в рівняння (21), в результаті 
чого будемо мати:

m�
¨
¨

� 0.

Отримане рівняння справедливе, коли

�
¨
¨

� 0.                                     (23)
Розв’яжемо диференціальне  рівняння (23). Для 

цього візьмемо чотири рази інтеграли зліва і справа 
цього рівняння. В результаті чого отримаємо:

� � D1;

�
¨
� �D t D1 2;                             (24)
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3 4D t D t D t D ,

де D D D D1 2 3 4, , , − постійні інтегрування, які визна-
чаються з крайових умов руху захватного пристрою:

t t t� � � � � �0 0 0 01 1: , ; : , .� � � � � � �� � � � �         (25)
Після підстановки умов (25) в залежності (24) отри-

маємо:
D D4 30 0= =; ;� �                              (26)
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                      (27)

З другого рівняння системи лінійних рівнянь (27) зна-
ходимо

D
D t

2
1 1

2
� � .                                  (28)

Підставивши в перше рівняння системи (27) вираз 
(28), отримаємо
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41 1
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1D t D t� � � .

З отриманого рівняння маємо

� �
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12 1 1
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1D t � .

Тоді знаходимо
D t1 1 1

312� � � / .                            (29)
Після підстановки виразу (29) в залежність (28) отри-

маємо

D
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Підставивши вирази (26),(29) і (30) в залежності (24), 
маємо оптимальний режим руху захвату з вантажем, 
який мінімізує динамічну складову потужності:
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Для забезпечення оптимального режиму, що мінімізує 
динамічну складову потужності, необхідно, щоб швид-
кість руху захвату з вантажем змінювалась за парабо-
лічним законом, а пришвидшення за лінійним законом.

Знайдемо для отриманого режиму руху кінематичні 
характеристики узагальнених координат, виражених 
через координату ξ :

координата S2  та її похідні за часом:
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координата S3  та її похідні за часом:
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З виразів (33) та (35) випливає, що для забезпечення 
оптимального режиму руху, що мінімізує динамічну скла-
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дову потужності, необхідно, щоб швидкості приводних 
механізмів підйому та висуванню захватного пристрою 
змінювались за параболічним законом, а пришвид-
шення – за лінійним.

                   а)                                               б) 
Рис. 3. Швидкість (а) та пришвидшення (б) приводу 

механізму підйому

                    а)                                                 б)
Рис. 4. Швидкість (а) та пришвидшення (б) приводу 

механізму зміни вильоту

Такий режим руху доцільно застосовувати при пере-
міщенні захвату на незначні відстані, коли відсутня 
ділянка усталеного руху і рух складається тільки з діля-
нок пуску та гальмування. Цей режим руху для узагаль-
нених координат механізмів підйому та зміни вильоту 
показано на рис. 3 і 4.

Розглянемо режим руху захватного пристрою, який 
складається з ділянок пуску, усталеного руху та гальму-
вання. На ділянці усталеного руху використаємо опти-
мальний енергетичний режим руху, який забезпечується 
постійною швидкістю руху захватного пристрою. На 
ділянках пуску та гальмування застосуємо оптимальний 
режим руху, який мінімізує динамічну складову потуж-
ності приводних механізмів. 

Для визначення оптимального режиму пуску захват-
ного пристрою використаємо залежності (24), в яких 
постійні інтегрування визначаються з наступних крайо-
вих умов:

t t t Vp� � � � � �0 0 0 0: , ; : , .� � � � 

¨
     (36)

Після підстановки умов (36) в залежності (24) маємо:
D D4 30 0= =; ;� �                             (37)
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Тут t p — тривалість розгону захватного пристрою; 
V – швидкість усталеного руху захвату, яка при опти-
мальному енергетичному режимі руху визначається 
залежністю (13)

V t� �1 1/ .                                   (39)
З другого рівняння системи (38) знаходимо

D D tp2 1� � .                                  (40)
Підставивши в перше рівняння системи (38) залеж-

ності (40), отримаємо
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З отриманого рівняння знаходимо
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В результаті підстановки виразу (41) в залежність (40) 

будемо мати:
D V tp2 2= / .                                (42)

Підставивши вирази (37), (41) і (42) в залежності (24) 
будемо мати:
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Знаючи кінематичні характеристики захватного 
пристрою (43), знайдемо відповідні характери-
стики узагальнених координат та їхніх похідних за  
часом:

- механізм підйому захвату:
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- механізм зміни вильоту� � :
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Аналогічно визначимо оптимальні режими гальму-
вання, що забезпечують мінімізацію динамічної складо-
вої потужності приводних механізмів підйому та зміни 
вильоту захвату.
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Для визначення оптимального режиму гальмування 
захватного пристрою використаємо залежності (24), 
в яких постійні інтегрування визначаються з таких кра-
йових умов руху:

t t t V t tg� � � � � � �
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  (46)
де tg — тривалість гальмування захватного при-

строю з вантажем.
В результаті підстановки умов (46) в залежності (24) 
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          (47)

З другого рівняння системи (47) виразимо невідоме 
D2 � через D1,  після  чого отримаємо

D D t tg2 1 1� � �� �.                          (48)
В інших рівняннях системи (47) замінимо D2 � на 

вираз (48), тобто
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         (49)

Зведемо подібні члени в системі рівнянь (49), 
в результаті чого отримаємо:
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Представимо цю систему в іншому вигляді:
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З останнього рівняння системи (50) виразимо неві-
дому D3  через D1

D D t t tg3 1 1 1 2� � �� �/ .                       (51)
Підставимо вираз (51) в інші два рівняння системи 

(50) в результаті чого будемо мати:
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В отриманій системи рівнянь зведемо подібні члени, 
в результаті чого отримаємо
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З першого рівняння системи (52) знаходимо
D V tg1
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Підставимо вираз (53) в друге рівняння системи (52), 

в результаті чого будемо мати
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Підставивши вираз (53) в залежності (48) та (51), 
знайдемо:
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В результаті підстановки виразів (53),…,(55) в залеж-
ність (24) знайдемо оптимальний режим гальмування 
захватного пристрою, який мінімізує динамічну складову 
потужності процесу гальмування
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За кінематичними характеристиками захватного при-
строю визначимо характеристики узагальнених коорди-
нат, що забезпечують оптимальний режим гальмування 
для мінімізації динамічної складової потужності:
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В результаті проведених розрахунків побудуємо гра-
фічні залежності кінематичних характеристик узагальне-
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них координат, які на ділянці усталеного руху відповіда-
ють оптимальному енергетичному режиму, а на ділянках 
пуску та гальмування - режиму, що мінімізує динамічну 
складову потужності. На рис. 5 та 6 представлені гра-
фічні залежності швидкості та пришвидшення отрима-
них оптимальних режимів руху механізмів підйому та 
зміни вильоту захвату.

Висновки. В представленій роботі наведено оптимі-
зацію режиму руху маніпулятора, що складається з двох 
поступальних і однієї обертальної ланки. Розглянуто рух 
маніпулятора в площині зміни вильоту між двома зада-
ними положеннями захватного пристрою з вантажем. За 
траєкторію руху захватного пристрою з вантажем при-
йнято пряму лінію, що з’єднує ці положення.

Визначені оптимальні режими руху захватного при-
строю з вантажем вздовж цієї траєкторії за критеріями 

енергетичних витрат та динамічної складової потуж-
ності на всій ділянці руху, а також на ділянках пуску 
та зупинки. За першим оптимальним режимом рух 
захвату повинен здійснюватись на всій ділянці з постій-
ною швидкістю, а за другим – швидкість повинна змі-
нюватись за параболічним законом. Також розробле-
ний комплексний оптимальний режим руху захватного 
пристрою, коли на ділянках пуску та гальмування 
швидкість змінюється за параболічним законом, який 
відповідає оптимальному режиму за критерієм дина-
мічної складової потужності, а на ділянці усталеного 
руху є постійною. 

Для отриманих оптимальних режимів руху захватного 
пристрою з вантажем визначені закони руху узагальне-
них координат, які дозволяють встановити характери-
стики приводних механізмів і систем їхнього керування. 

 

а)

 

б)
Рис. 5. Графік швидкості (а) та пришвидшення (б) приводу механізму підйому захвату  

при триперіодній оптимальній діаграмі руху.

 

а)

 

б)
Рис.6. Графік швидкості (а) та пришвидшення (б) приводу механізму зміни вильоту захвату  

при триперіодній оптимальній діаграмі руху
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Optimization of the movement mode of a manipulator with two progressive and one rotary links in the plane of 

change of range
The cited scientific work presents the process of optimizing the motion modes of a manipulator robot with two translational 

and one rotational links in the plane of change of departure of the gripping device with the load. This process includes 
the selection of a movement path of the gripper between two points of movement of the load, in which the minimum 
distance of movement of the gripper is ensured. The movement mode of the gripping device with the load along the selected 
trajectory is optimized according to a certain criterion. The gripper movement mode was optimized according to two integral 
dynamic criteria, which reflect the average values of kinetic energy and dynamic power component in the movement section. 
According to the first criterion, the mode of movement of the gripping device with a constant speed over the entire movement 
section is optimal, and according to the second criterion, the optimal speed should change according to the parabolic 
law. In the optimal energy mode of movement of the gripping device with a load, there are no start and stop sections, 
so it can be used only in the section of steady movement of the gripper. The optimal movement mode of the gripping 
device according to the criterion of the dynamic component of power ensures the minimum value of the power of the drive 
mechanisms, however, when using such a mode on the entire movement section, it leads to an increase in energy costs. 
This mode of movement of the gripping device is recommended for use in the start and stop areas, as well as when moving 
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the gripper over small distances. A complex optimal mode of movement of the gripping device is also determined, where 
the speed changes according to the parabolic law in the starting and braking sections, which corresponds to the optimal 
dynamic mode of motion, and in the section of steady motion is constant and provides the optimal energetic mode of motion. 
The connections between the characteristics of the optimal motion modes of the gripping device with the load along the 
selected trajectory and the coordinate axes in the plane of departure change are established. Also, by solving the inverse 
problem, the kinematic characteristics of the generalized coordinates of the manipulator at the selected optimal modes of 
movement were determined in order to establish the necessary parameters and characteristics of the drive mechanisms for 
lifting and extending the gripper arm and their control systems. The connections between the characteristics of the optimal 
movement modes of the gripping device with the load along the selected trajectory and the coordinate axes in the plane 
of departure change are established. Also, by solving the inverse problem, the kinematic characteristics of the generalized 
coordinates of the manipulator at the selected optimal modes of movement were determined in order to establish the 
necessary parameters and characteristics of the drive mechanisms for lifting and extending the gripper arm and their control 
systems. The connections between the characteristics of the optimal movement modes of the gripping device with the load 
along the selected trajectory and the coordinate axes in the plane of departure change are established.

Key words: manipulator, gripping device, motion trajectory, optimization criterion, optimal motion modes, generalized 
coordinates.


